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В статье приведен метод решения краевой для полного уравнения гиперболического типа 

третьего порядка с переменными коэффициентами. За основу решения поставленной задачи взя-
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то полученное авторами решение задачи Дарбу в специальном классе функций. Задача сводится к 
совокупности однозначно разрешимых интегральных уравнений Вольтерры, в силу чего ее реше-
ние может быть получено в явном виде. 

 

Уравнение 
 

+ + + + + + =0  1xyz xz yz xy x zU b y U a х U с z U b y с z U a х b y U a х b y с z U

 
 

рассмотрим на множестве
1 2 3 4= ,Н Н Н Н Н  

 

1 2

3 4

0< < < , 0< < <
= , = , ,

0< <+ 0< <+

0<- < < , 0< <- <
= , = , , >0.

0< <+ 0< <+

х y h y х h
Н х,y,z Н х,y,z

z z

х y h y х h
Н х,y,z Н х,y,z h

z z

 

 

Функции - , 0, , 0,+ , - = - .a х С h,h b y С h с z С a х a Их первообразные обо-

значим соответственно , ,α х β y γ z .  

Задача S5. На множестве H найти решение уравнения (1), непрерывное в 𝐻, удо-
влетворяющее условиям: 
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условию сопряжения на характеристической плоскости =0:х  
 

1 2-

0 0 0 0
lim = lim 4

y х-r rα t α t

x xх -y
е t - x U t,y,z dt е х - t U t,y,z dt

х х

 
 

1 20< <1 ,r r  
 

и на нехарактеристических плоскостях = =-х y,х y  соответственно: 
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+0 -0
lim - = lim - -2 - -0, , 5y х y х

y х y х
U U U U α х U х,y,z U х,х z

х
 

 

- +0 - -0
lim + = lim + +2 - - -0, , 6х y х y

y х y х
U U U U α х U х,y,z U х, х z

х

 
 

Отметим, что в условиях сопряжения (5) на характеристической плоскости введены 
производные дробного порядка, т.к. традиционная склейка, содержащая нормальную 
производную искомого решения, приводит к некорректной постановке задачи. Первые 
постановки задач с сопряжением, содержащим интегралы и производные дробного по-
рядка, принадлежат В.Ф. Волкодавову. Затем они появились в ряде его работ с ученика-
ми [1-6], [8-14]. Заметим также, что к условию (3) легко сводится условие: 

 

0 0

1
, = ,

z х
β t

d e U x,t dt φ x, z
хz

 
 

которое можно рассматривать как задание среднего значения с весом искомого 
решения на внутренней плоскости, параллельной граничной =х h.  

Будем предполагать выполнение следующих условий. 
Условия А.  
 

хуi, ; =1,4.i i if х,у С D f С D i , 
 

1 2 3 4 1= = - = - =0; при =0f х,х f х,х f х, х f х, х f х,у х  обращается в ноль порядка выше ,1r

3f х,у  порядка выше
2;r  

 

2 4

0 0

=0, =0.

х -х

β t β t
е f х,t dt е f х,t dt  

 

Условия В. Функции ,φ x,z x,z  имеют непрерывные частные производные пер-

вого порядка в своих областях определения; ,0 = ,0 .φ х х  При =0х  обе функции обра-

щаются в ноль порядка выше первого. 
В ходе дальнейших рассуждений для заданных функций могут быть введены до-

полнительные ограничения. Для решения поставленной задачи S5 воспользуемся, полу-
ченным методом Римана, решением задачи Дарбу, в котором введено интегральное 
представление одной из заданных функций [7], в силу чего решение приобрело более 
простой вид. В результате имеем в области H1: 

 

- - α t + - - -

1 1 1
0

= + + , 7
х у

2β t β х β у β t α х β у γ 0 γ z

х
U x,y,z Т t,z e dt N t,z e dt e f х,у

 
 

где 
 

2 -2

1
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β t β х
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1 1 1 1
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2
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В области H2: 
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2 - - + - - 0 -
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В области H3: 
0
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И в области H4: 
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2
х у
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Решение уравнения (1), определяемое формулами (8), (11), (14), (17), удовлетво-
ряет условию (2) задачи S5. Неизвестные функции =1,4j jN ,T , j  будем искать в классе 

функций, для которых выполняются следующие условия. 
Условия С. кN х,z  и кТ х,z  непрерывны вместе со своими частными производны-

ми по переменной z в области D0, =1,2k  и абсолютно интегрируемы на сегменте [0, h] 

при любом 0,+ ; mz N х,z  и mТ х,z  непрерывны вместе со своими частными произ-

водными по z в области 0 ,*D  абсолютно интегрируемы по x на сегменте - ,0h  при любом

0,+ .z  
 

,0 = ,0 =0, =1,4.j jТ х N х j  
 

Функции, определяемые формулами (11), (17) подчиним условиям (3), (4) соответ-
ственно. После некоторых преобразований получаем с учетом условий А2: 
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2 - +

2
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, = , , 19
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α t α х β х α х
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Т t z е е х z
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2 - + + -

4 4- , + , = , . 20
α s α х β -х α х β х α х
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Из непрерывности решения задачи S5 на плоскостях = , =- и =0у х у х х  соответствен-

но, получаем соотношения, с учетом представлений (9), (12), (15), (18), (8), (14). 
 

2 -2 2 -2

1 2
0 0

, = , , 21
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α у α -у
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Условия сопряжения (5)-(7) после ряда тождественных преобразований приводят к 
следующим равенствам: 
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2 2

+ - 2- - -1

1 1 1
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0
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3 2 3
-
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1
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Замечание. Формула (25) получена при дополнительном ограничении, налагаемом 
на функции 1 2 :f и f  

 

1 2-1 -1- -

1 1 2 2
0 0

, + - , =0,
у у

t tr rr t е f t у dt r t е f t у dt  
 

которое обеспечивает выполнение условия 1 2,0 = ,0 =0.N х N х  

Подставим в формулу (20) вместо интеграла, содержащего 2Т , его выражение че-

рез функцию 1Т  из соотношения (22), вместо 2N  выражение (26). Полученное при этом 

равенство рассмотрим как интегральное уравнение относительно функции 1.Т  
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где  
 

- 2

1 1, = , + , . 28
β х α х α х β х

х
Ф х z е е х z хN х z е  

 

Единственное решение уравнения (28), полученное методом последовательных 
приближений [7] , имеет вид: 
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2 1 1

1
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Откуда вычислением получаем 
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Из формул (21), (23), (27) аналогичными рассуждениями имеем: 
 

0 0
2 -

3 2
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2
, = , +2у2-у0t2N3 , 2 - . 31
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tу у
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Выражения (31), (32) подставим в формулу (25) с учетом равенства (24). Получаем 
относительно 𝑁1 интегральное уравнение 
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в котором 
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очевидно, 0< <1.у  

Единственное решение уравнения (33) представимо формулой 
 

22 2

1 3 2
0

2
= , + . 35

у
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N у,z е t F t z е dt
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С применением теоремы о среднем производим оценку: 
 

22
2 2ln

= < = , < < .

уу

tt

у
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t
у

е е е t у
t

dτ
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Из выражений (33), (34), (36) следует, что при выполнении условий B 1N х,у  при-

надлежит классу функций, для которых выполняются условия С. Вычисляя 
 

у

222 2

1
0 0

, = 36t

σ τ
у у dτβ t τt N t z е dt t F t,z е dt  

 

и подставляя во второе слагаемое формулы (31), имеем: 
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3 -N у,z  находим из формулы (36) посредством соотношения (24). Из выражений 

(22), (38) получаем 2
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0
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4N у,z  вычислим из соотношений (20), 

(21) соответственно, в которые предварительно подставим полученные выражения 
2

2
0

х
α t

Т t,z е dt  и 2

2
0

х
α t

Т t,z е dt . В силу громоздкости не приводим эти вычисления. 

Подставляя в формулы (8), (11), (14), (17) интегралы, содержащие функции , =1,4kТ t,z k  

и найденные выражения для , ,kN t z  получим решение задачи S5 в явном виде.  

Единственность решения задачи S5 следует из единственности решения задачи Дарбу 
для уравнения (1), взятого за основу, а также из единственности решения интегральных 
уравнений, получаемых в процессе решения. Существование доказано проверкой.  
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The article presents a method for solving the boundary value for the complete equation of the third-
order hyperbolic type with variable coefficients. The solution to the problem posed is based on the solu-
tion of the Darboux problem in a special class of functions obtained by the authors. The problem is re-
duced to a set of uniquely solvable Volterra integral equations, by virtue of which its solution can be ob-
tained in explicit form. 
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